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INTRODUCCION

En el programa de la materia Fendmenos de Transporte | esta
contemplado el uso de las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento.
Con el objetivo de hacer llegar al estudiante todas estas ecuaciones para los
sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas se prepar6 este

texto, el cual facilita considerablemente la utilizacion de las mismas.

Primero, se presenta la ecuacién de continuidad para los distintos
sistemas de coordenadas, ya mencionados. Después se muestran las
ecuaciones de cantidad de movimiento de Cauchy y de Navier-Stokes para cada

coordenada, agrupadas segun el sistema (cartesiano, cilindrico o esférico).
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OBJETIVOS

Terminal > Proporcionar al estudiante los conceptos basicos de
Mecanica de Fluidos y su aplicacion a problemas de

interés practico.

ESpeCIfICOS ® Desarrollar las ecuaciones de continuidad y cantidad de

movimiento, mediante la aplicaciébn de la ley de la
conservacion de la materia a un pequefio elemento de

volumen situado en el seno del fluido en movimiento

® Proporcionar a los estudiantes las ecuaciones de
continuidad y cantidad de movimiento en los diferentes
sistemas coordenados, con la finalidad de hacer mas

sencillo su manejo.
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LA ECUACION DE CONTINUIDAD

La ecuacion de continuidad se obtiene aplicando un balance de materia a
un elemento diferencial de volumen (AV), a través de la cual esta circulando el

fluido.

(D-Vx )]X — | F (p-Vx )]X+AX

gy\4<— AX —»

Figura 1. Region de volumen AX, Ay, Az fija en el espacio, a través de la cual
esta circulando el fluido

»
»

X

Aplicando el balance de materia:

velocidad de acumulacion B velocidad de entrada velocidad de salida )
de materia B de materia de materia

Considerando el par de caras perpendiculares al eje x y el area de flujo en
X como AyAz, se obtiene que la velocidad de entrada de materia a través de la
cara x es (pvx)]xAyAz y la velocidad de salida de materia a través de la cara x +
AX es (pVx)lx+axAyAz. Por los otros dos pares de caras pueden obtenerse
expresiones analogas y la velocidad de acumulacién de materia en el elemento

diferencial de volumen es(dp/dt)AxAyAz). Por lo tanto el balance de materia

gueda:

0,
AXAYAZ a—’to = AyAz[(va ), — (v ) ]+ AxAz[(pvy 1 ) (,ovy 1 y+Ay}

+axy|(ov, ), = (v, ), @
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Dividiendo toda la ecuacion por AxAyAz, y tomando el limite cuando Ax,
Ay, Az tiende a cero, se tiene

L L) Slow e Ziow)| ®

Esta es la ecuacion de continuidad y puede escribirse en una forma mas

conveniente utilizando notacion generalizada:

8,0__ .
' (Ve pv) (4)

El término (Ve pv) se denomina divergencia de pv, en donde la
divergencia (V) y la velocidad (v) son vectores.

En el siguiente capitulo se presentan la ecuacion de continuidad en todos
los sistemas coordenados
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LA ECUACION DE CONTINUIDAD EN DISTINTOS SISTEMAS

COORDENADOS
Coordenadas rectangulares (x,y,2):

%, 9

0 0
ot ox pvx)+_(pvy)+_(pvz):0

oy 0z

Coordenadas cilindricas (r, 6, z):

Coordenadas esféricas (r, 6, ¢):

0

oo 1o ., o
—+——\prov, |+ —(pv, S€Nn0)+
a2 ar(p r) rsen@ 8e(p 0 ) rsend oo

(PV¢):0
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LA ECUACION DE MOVIMIENTO

Para un elemento diferencial de volumen AxAyAz, se puede escribir el

siguiente balance de cantidad de movimiento.

(sz)]z+Az
Z A ?
|
' (Tyx)ly+ay
(to)lx | —» T B > (Tw)]xeax
y (TVX)]‘V\--.,_
| (tzx)]2

v

Figura 2. Region de volumen Ax, Ay, Az fija en el espacio, en el que sefiala la
direccion de transporte del componente x de la cantidad de movimiento a traves
de la superficie

Aplicando el balance de cantidad de movimiento:

velocidad de . . .
B velocidad de entrada velocidad de salida suma de las
acumulacién ) i
. = de cantidad - de cantidad + | fuerzas que actuan
de cantidad . . )
de movimiento de movimiento sobre el sistema

de movimiento

Trabajando en la direccion x, la cantidad de movimiento que entra y sale
del elemento de volumen indicado en la figura 2, se produce por dos
mecanismos: conveccion y transporte molecular.

La velocidad con que entra por conveccion el componente x de la

cantidad de movimiento por la cara situada en x es (pvx Vx)]xAyAz y la velocidad

de salida por x+ Ax es (pVx Vx)]x+axAyAz. Para las demas caras se pueden escribir
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expresiones similares. El flujo convectivo neto, de la cantidad de movimiento en

el elemento de volumen es:

sy, v,), (o) J s oy, ) <y, ) |

)
+AxAy[(pvzvz]Z —(pvzvz]zmz]

De igual forma, la velocidad con que el componente x de la cantidad de
movimiento entra por transporte molecular por la cara situada en X es Tx]xAyAz,
y con la que sale por x+ AX es Tu]x+axAYAZ; para las demas caras se pueden
escribir expresiones similares. Hay que tomar en cuenta que tj es la densidad de
flujo de cantidad de movimiento j a través de una cara perpendicular al eje i.

Sumando estas seis contribuciones, se obtiene:

AyAz[rXX|X —~ ]+ AxAz[ryX , 7

y+Ay:| + AXAy[TZX | ' Tax | Z+Az ] (6)

Txx | X+AX yx

Estas densidades de flujo de cantidad de movimiento pueden
considerarse como esfuerzos. Por lo tanto, 14« es el esfuerzo normal que actia
sobre la cara AyAz, Ty es el esfuerzo tangencial que actia sobre la cara AXAz en
la direccion x, 1.« es el esfuerzo tangencial que actla sobre la cara AXAy en la
direccion x y que resultan de las fuerzas viscosas.

En la mayor parte de los casos, las Unicas fuerzas importantes seran las
provenientes de la presion del fluido y la fuerza de gravedad. La resultante de
estas fuerzas en la direccion x sera:

AyAz[P|X —P| J+ 9, AXAYAz (7)

X+AX
Finalmente, la velocidad de acumulacién de cantidad de movimiento en el

elemento diferencial de volumen es(dpv,/dt)AxAyAz). Dividiendo toda la

ecuacion por AxAyAz, y tomando el limite cuando AXx, Ay, Az tiende a cero, se

tiene

p(avx N, oV, avxj: gp [5TXX+aTyX+6TZX
X

- 8
a  fox Yoy ez ox oy az]“’gx()

Los componentes y y z, se pueden obtener de forma analoga. Esta

ecuaciéon se puede escribir en notacion vectorial:
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Spu) =¥ e pw)~(VP)- (Vo 2} pg ©

donde:

2(p\_/) es la velocidad de acumulacion de cantidad de movimiento

(Ve pw) es la velocidad de ganancia de cantidad de movimiento por
conveccion

(VeP) eslafuerza de presion que actda sobre el elemento

(Zor) es la velocidad de ganancia de cantidad de movimiento por
transporte viscoso

yolo) es la fuerza de gravedad que actua sobre el elemento

En el siguiente capitulo se presentan la ecuacién de cantidad de

movimiento en todos los sistemas coordenados
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LA ECUACION DE MOVIMIENTO EN
COORDENADAS RECTANGULARES (X, Y, 2):

En funcién de t:

Componente x:

(&& v, v, &g] oP V%m 0Ty &U]
p +V, +V +V = + + + Py

OX oy 0z

ot,,
o 8VZ+VX8VZ+Vy8vZ+V28vZ __oP 5sz+ y +6rzz +pg,
ot OX oy 0z 0z OX oy 0z

En funcion de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano de py p

constantes:

Componente x:

2 2 2
p6VX+VX6VX y&vx Z@vx 6p+ 6VX+6 VX+6 vV, +pg,
ot oX oy 0z

Componente y:

p[avy vy, v ov

o%v, 0%v, 0%v
F'FV @4'“{ y+ y+ y}-"pgy

Componente z:

v, v, v, v, oP  (d%v, d%v, d%v,
p +V, —=+V % =——+U + + +pg,
P 0z ox2  oy?  oz?

11
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LA ECUACION DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS
CILINDRICAS (r, 0, z):

En funcién de t:

Componente r:

or

p(avr N, VoV aer_ oP (15 181,9 _Tw O

Y — + Z+
o Tar r o0 r 7oz ror ) jpgf

00 r 0z

Componente 6:

6V9+vr%+v—eav"+va9+vz 8v9V 10P ig( to)+ 181ee (’%Ze
ot or r oo r 0z

+
(2 or 20 82] Plo

Componente z:

aVz aVz Ve aVz aVz oP 10 16T92 (9‘522
+V + — +V =—— |- + +— 1|+
p( ot r or r o0 z oz ( rz) pgz

0z ror r o0 0z

En funcién de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano de py p
constantes:
Componente r:

r + —t z
ot or r oo r 0z ar

(10 10%v, 2dv, &%,
= (rv,) v - S0y + 00,

p[@vr N, VoV, VG avrj: oP

ror 00% 12 00  z2

Componente 6:

+V, +V, -
ot or r o060 r 0z r oo

el }g(rv ) +i82V0+£8Vr +62V‘9 + pg
”ar ror "’ r ¢

p(avg Ny Vo Ng ViVe avgJ_ 10P

2 50% 1% 00 @ oz2

Componente z:

v, N, Vg v, v, P |10 av,) 10d°, &%,
P +V, —+— +V, =——4y ——|r +— +—==1+p9,
ot or r oo 0z 0z ror\ or r? aez 0z?




Ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento. 13

LA ECUACION DE MOVIMIENTO EN
COORDENADAS ESFERICA (r, 6, ®)

En funcion de los esfuerzos (r):

Componente r:

P(av Ny VeV Yy 5'Vr_V92+V¢2]

Cpy, L0y
ot or r o6 rsen6 oo r
=—— | = —Ir°t, )]+ ———(t,,Sen0d)+ — +
or (rz ar( T”) rseno 66(Tre ) rsen® o r PIr

Componente 6:

[ave Vg +V_98V9 + Vo 0V + ViVy _V¢2 -COIG]

+V,
ot or r o0 rsend o¢ r r

1P (1 8, 1 1 Otgy 1, cCOtO
= | = 2 )+ ——— (1. SEN0O)+ -0 T |+
[ ( re) rseno 86( 00 ) rsen® oo r ro % P

+ —

ov ov ov \Y; ov V.V V,V,Ccoto
0 ¢ r o Vo ¢ Yo 0 ¥  Veve
ot or r o6 rsend od r r

—Ir
r2 or

Teq;J +pg,

1 oP 15(ZT ) 101,
“/ v 80 rsen® op v

ot T
_ o L1 1 ¢¢+ﬁ+200t6
rsend oo

En funcion de los gradientes de velocidades para un fluido newtonianode py n

constantes:

Componente r

p[avr v, Ve, Ve avrvez+v¢2J

or r 00 rsend oo r

+V,

vy,
— |+
"2 r2 80 r? r?sen® 0o P
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Componente 6

2
p[ave+v Ny V_eaVe+ Vo aVeJrVrVe_Vd> cotB}

ot "or r 90 rsen® o r r
oV

:_}£+ v2v, 20v, vy __2cosH o +pg,
r 60 r2 00 r?sen®0 r?sen?0 0

Componente ¢

ov ov Vv, OV vV, OV V.,V V,V, Ccoto
o ¢+Vr ¢ 0 ¢ n ¢ ¢+ rr¢ "¢76
ot or r o0 rsenb oo r r

1 oP 2 Vo 2 0V, 2c0s6 0V,
- — ot VIV —— 2 2 3 2
rsend oo r*sen“® r”sen6 06 r°sen®0 0

J+Pg¢

donde

) 15(2an 1 a[ an 1 o ( 0a?
va®=——|r°— |+ —|senb— |+ C—
r2or or) r?sen@ 0 ) r?sen?0 00| 692
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COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO EN COORDENADAS
RECTANGULARES (X, Y, 2)

[_ov, 2
Txx __M_Z aXX —§(2°¥)
ey _
Ty =—H 2—y_g(z'¥)
.oy ]
ov 2
=—p2—--=(Vev
Ty u{ > "3V
Ty = Tyx = —H NV Ny
Xy yX _ay ax
_avz 5Vy_
R sy
[ov, ov, |
Tox = Txz = _“_ 5ZX +5_XZ_
donde
ov
(Voy):avx + y aVz




Ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento.

COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO EN
COORDENADAS CILINDRICAS (R, 0, 2)

]

or
10v \Y; 2
Tog H[ (r 20 ; j 3(_’_)}

donde

16
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COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO EN
COORDENADAS ESFERICAS (R, 0, ¢)

o rseno oj r r 3

0(Veg) 1lov,
Trg = Tor =M ra e +F 20
o senb o [ Vy N 1 ovg
L H r o00{send;| rsen6 o¢

1 ov, o0(Ve
Td)r =TI’¢=_H +Ir— —
rsend oo or{r

donde

10 ) o 1 8V¢
Vev)=—— -
(Vo) r? ar(r Vr>+rseneae(vesene)+rsene o

17
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